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Booleaova algebra

Motivace – osnova

Booleova algebra – základ logických obvodů

Hradla a logické funkce

Základní obvody:
Multiplexor

Barrel Shifter

Komparator
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Booleaova algebra

Booleaova algebra

Booleova algebra je matematická struktura neboli uspořádaná šestice 
(𝐴, ∧, ∨, ¬, 0, 1):

Množina 𝐴 obsahuje 2𝑘 různých prvků, nejjednodušší algebra obsahuje 
pouze dvě hodnoty 0,1
0 - nejmenší prvek

1 - největší prvek

někdy se uvádí axiom 0 ≠ 1, aby jednoprvková množina nebyla Booleova algebra.

Pro operace ∧ a ∨ platí:
Komutativita: 𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑦 ∧ 𝑥, 𝑥 ∨ 𝑦 = 𝑦 ∨ 𝑥

Distributivita: 𝑥 ∨ (𝑦 ∧ 𝑧) = (𝑥 ∨ 𝑦) ∧ (𝑥 ∨ 𝑧), 𝑥 ∧ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ∧ 𝑦) ∨ (𝑥 ∧ 𝑧)

Neutralita: 𝑥 ∨ 0 = 𝑥, 𝑥 ∧ 1 = 𝑥

Komplementarita: 𝑥 ∨ ¬𝑥 = 1, 𝑥 ∧ ¬𝑥 = 0
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - dvouprvková

Nás nyní bude zajímat pouze dvouprvková Booleova algebra:

Množina 𝐴 = {0, 1}

Operace ∧ někdy označovaná ∗, &&, and, a

0 ∗ 0 = 0, 0 ∗ 1 = 0
1 ∗ 0 = 0, 1 ∗ 1 = 1

Operace ∨ někdy označovaná +, ‖, or, nebo

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1
1 + 0 = 1, 1 + 1 = 1

Operace ¬ označovaná také inverzní prvek, −, !, not, negace

¬0 = 1, ¬1 = 0
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - implementace

Prvky množiny 𝐴 se také mohou označovat:

0/1, nebo False/True, nebo nesvítí/svítí, nebo 0V/5V

dá dobře implementovat pomocí napětí a tranzistorů (nebude u zkoušky)

Napětí jednoho vodiče vůči zemi definuje logickou hodnotu.

0.8

2

5

V

čas
logická 0

logická 1

nedefinováno

0 0 011N N N N
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - implementace

Tranzistory MOSFET si lze 
zjidnodušit představit jako 
vypínač ovládaný logickým 
signálem

X

 X=0  X=1 

Příklad: Logická operace not z 
tranzistorů MOSFET, jeden vstupní 
vodiče X, jeden výstupní vodič Y, 
přívod napětí a uzemění.

X

Vcc

Y

Y

X
symbol neg 

 X=0  X=1 
Vcc

Y=1

Vcc

Y=0
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - rozšíření

kromě operací and, or, not se běžně používají další operace, které jsou 
definovány pomocí základních operací Booleaovy algebry

mezi nejběžnější rozšíření patří operace nand, nor, xor a xnor

X nand Y = not ( X and Y )
  
X nor Y = not ( X or Y )
  
X xor Y = ( X or Y ) and ( not( X and Y ) )

= ( X or Y ) and ( X nand Y )
  
X xnor Y = not ( X xor Y )

= ( X nor Y ) or ( X and Y )
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - implementace

Jedním z nejběžnějších logických hradel je hradlo nand

Příklad implementace nand z tranzistorů MOSFET:

A

Vcc

Z

Z

A
symbol nand 

 A=0, B=0 
Vcc

Z=1

B

B

 A=1, B=0 
Vcc

Z=1

 A=0, B=1 
Vcc

Z=1

 A=1, B=1 
Vcc

Z=0
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - hradla

Přehled hradel a jejich symbolů

X and Y X or Y X xor Y Z=X

X
Y

X
Y

X
Y

X
Y

X
Y

X
Y

X nand Y X nor Y X xnor Y

X

X

Z=not X

Z

Z

Souhrná tabulka základních logických hradel:

X Y X and Y X or Y X xor Y X nand Y X nor Y X xnor Y
0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 0 1

? 8 / 34

https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.


Booleaova algebra

Booleaova algebra

Kolik existuje různých logických funkcí dvou proměnných?
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Booleaova algebra

Booleaova algebra

Kolik existuje různých logických funkcí dvou proměnných?

Pouze 16. Níže je přehled všech možných funkcí:

X Y 0 and ¬ ⇒ X < Y xor or nor xnor ¬𝑌 ≥ ¬𝑋 ⇒ nand 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

Operace:

⇒, 𝑋 ⇒ 𝑌  implikace z X vyplývá Y

¬ ⇒, ¬(𝑋 ⇒ 𝑌 ), negace implikace, z X nevyplývá Y

<, 𝑋 < 𝑌 , X je menší než Y

≥, 𝑋 ≥ 𝑌 , X je větší rovno Y
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Booleaova algebra

Booleova algebra - kvíz

Vodiče se mohou i větvit. Co dělá následující obvod:

X Y

A) takto to nelze zapojit
B) výsledkem je X and Y
C) výsledkem je X and not Y
D) výsledkem je not X
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Booleaova algebra

Logické obvody - hradla

Lze libovolnou logickou funkci sestavit jen z hradel nand?
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Booleaova algebra

Logické obvody - hradla

Lze libovolnou logickou funkci sestavit jen z hradel nand?

Ano stačí ukázat, že umíme základní operace and, or, a not.

níže je ukázka z prostředí Polypad (odkaz z cvičení)
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Booleaova algebra

Logické obvody

Tím jsme ukázaly, že počítač lze postavit pouze z hradel nand

Některé funkce lze vytvořit efektivněji než přes základní logické funkce 
and, or, not

To ale neznamená to, že celý procesor je vytvořen hradly nand
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Booleaova algebra

Logické obvody - kvíz

X

Y

Kvíz: Co je toto za funkci:

A) X and Y
B) X or Y
C) X xor Y
D) X nor Y
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Booleaova algebra

Logické obvody

Lze vše postavit z nor hradel?

? 14 / 34

https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.


Booleaova algebra

Logické obvody

Lze vše postavit z nor hradel?

Ano, jen nor hradlo je mírně složitější než hradlo nand.

X
neg X

A

B

A and B

A
B

A or B

Lze vše postavit jen z and a or hradel?
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Booleaova algebra

Logické obvody

Lze vše postavit z nor hradel?

Ano, jen nor hradlo je mírně složitější než hradlo nand.

X
neg X

A

B

A and B

A
B

A or B

Lze vše postavit jen z and a or hradel?

NE, nezvládneme negaci.
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Booleaova algebra

Multiplexor

Základní stavební součástka procesoru je multiplexor:

multiplexor vybírá z několika vstupů podle hodnot jiných signálů
nejjednodušší meltiplexor vybírá ze dvou vstupů podle logického stavu jiného 
vstupu

multiplexor se označuje pravidelnýmm lichoběžníkem
někdy se uvnitř kreslí i jakoby přepínací páčka

X0

X1

Y

Z

pokud je hodnota signálu Y logická 
0, pak je na výstupu Z signál 𝑋0

pokud je hodnota signálu Y logická 
1, pak je na výstupu Z signál 𝑋1
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Booleaova algebra

Multiplexor

Multiplexor bychom mohli sestrojit rovnou ze tranzistorů, jak je uvedeno na 
obrázku níže:

Y

X0

Z

X1

Toto řešení má ale nevýhodu:

digitální signál se po cestě zkresluje 
a může obsahovat šum

pokud signál jen přepošleme, 
zvýšíme hladinu šumu v signálu

využití hradel znamená, že signál je 
znovu navzorkován a šum je 
odstraněn
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Booleaova algebra

Multiplexor

Základní multiplexor dvou vstupů

X0

X1

Y0

Z
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Booleaova algebra

Multiplexor

Můžeme vytvořit i multiplexor čtyř vstupů, zde již potřebujeme dva bity 𝑌0 a 
𝑌1 pro výběr ze čtyř možností.

X0

X1

X2

X3

Y0

Y1

Z

? 18 / 34

https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.


Booleaova algebra

Multiplexor

Všimli jste si, že jsme měli, and se třemi vstupy a or se čtyřmi vstupy.

Můžeme si to dovolit?
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Booleaova algebra

Multiplexor

Všimli jste si, že jsme měli, and se třemi vstupy a or se čtyřmi vstupy.

Můžeme si to dovolit?

Ano, lze zkonstruovat and hradla s 
více vstupy

 Nebo můžeme zapojit více hradel 
za sebou

   

A

Vcc

Z
B

C
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Booleaova algebra

Multiplexor

Jiná konstrukce multiplexoru 4 vstupů použije přístup:

rozděl a panuj - vytvoř stromovou strukturu, každá úroveň řeší část 
problému

X0

X1
Z

X2

X3

Y0 Y1
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Booleaova algebra

Multiplexor osmi

Daný postup lze jednoduše rozšířit na multiplexor 8 a více vstupů.

X0

X1

X2

X3

X4

X5

X6

X7

Y0 Y1 Y2

Z

Podle tříbitového čísla 𝑌  se přivede odpovídající 
vstup 𝑋𝑌  na výstup 𝑍.

Není to nejrychlejší implementace, ale je 
přehledná.

Je nutné si uvědomit, že tranzistorům trvá 
nějakou dobu přepnout výstup.

rychlost TTL je pomalá 100ns

moderní MOSFET tranzistory mají rychlost kolem 
10ps

jeden tak procesoru se 4GHz je 250ps - což je 
fofr

Zpoždění tohoto multiplexoru by bylo 80ps
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Booleaova algebra

Operace posun – shift

Oprace posun – shift:

Odpovídá to operaci jazyka C >> a <<

Operace lze mimo jiné použít pro násobení a dělení mocninou 2
operace a <<= 4; je totéž jako a *= 16;

operace a >>= 3; je totéž jako a /= 8;

Jak implementovat posun o k-bitů?
k-krát posunout o 1 bit

posunout o 1, 2, 4, 8, 16, … bitů, podle toho, zda je uvedená mocnina 2 
zastoupena v číslu reprezentující k

jedná se vlastně o zápis k v dvojkové soustavě
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Booleaova algebra

Výpočet mocniny

k-krát rotovat o 1 bit  rotovat o 1, 2, 4, 8 ... bitů
     
Porovnej algoritmus mocnění:  Porovnej algoritmus rychlého mocnění:
     
double Exp(double a, int k) {

  double exp = 1;

  for (int i=0; i<k, i++) {

    exp *= a;

  }

  return exp;

}

 double FastExp(double a, int k) {

  if (k == 0) return 1;

  if (k % 2 == 0) {

    double i = FastExp(a, k / 2);

    return i * i;

  } else {

    return a * FastExp(a, k - 1);

  }

}

Kolikrát se bude násobit, pokud budeme chtít mocnit na 1000000?

Kvíz – FastExp kolik bude mít násobení:

A) desetitisíce B) tisíce C) sta D) desítky
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Booleaova algebra

Výpočet mocniny

k-krát rotovat o 1 bit  rotovat o 1, 2, 4, 8 ... bitů
     
Porovnej algoritmus mocnění:  Porovnej algoritmus rychlého mocnění:
     
double Exp(double a, int k) {

  double exp = 1;

  for (int i=0; i<k, i++) {

    exp *= a;

  }

  return exp;

}

 double FastExp(double a, int k) {

  if (k == 0) return 1;

  if (k % 2 == 0) {

    double i = FastExp(a, k / 2);

    return i * i;

  } else {

    return a * FastExp(a, k - 1);

  }

}

Kolikrát se bude násobit, pokud budeme chtít mocnit na 1000000?

1000000 násobení  1000000 = 0b11110100001001000000, to 
odpovídá 20 + 7, tedy 27 násobení
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Booleaova algebra

Barrel shifter

Rotaci o 0-7bitů lze složit z rotací o 1, 2, 4:

a0a1a2a3a4a5a6a7 0

0

0

x0

x1

x2

Multiplexory v každé řadě vybírají buď nedělej nic nebo posuň o daný počet bitů.

Bitové vstupy 𝑥2, 𝑥1, 𝑥0 reprezentující binární číslo o kolik bitů posouvat

Příklad:
posunutí o 5 bitů dostaneme složením posunutí o 1 bit a posunutí o 4 bity (𝑥2 = 1, 
𝑥1 = 0, 𝑥0 = 1)

posunutí o 3 bity dostaneme složením posunutí o 1 bit a posunutí o 2 bity (𝑥2 = 0, 
𝑥1 = 1, 𝑥0 = 1)
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Booleaova algebra

Komparátor

Další užitečná součástka v procesoru je komparátor:

Komparátor porovnává čísla
jednoduchý komparátor porovnává pouze na rovnost

složitější komparátor zjišťuje, které číslo je větší
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Booleaova algebra

Rovnost čísel

Rovnost dvou jednobitových čísel

hledáme funkci danou předpisem

X Y X = Y
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Zrovna náhodou je to funkce xnor.

X

Y
X=Y

Toto je tedy komparátor dvou jednobitových čísel.
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Booleaova algebra

Rovnost čísel

Rovnost dvou 4-bitových čísel

X0

Y0

X=Y

X1

Y1 Y2 Y3

X2 X3

Jednotlivě porovnáme odpovídající si bity a pro rovnost čísel musí být 
všechny bity shodné, tedy využijeme and.
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Booleaova algebra

Komparátor dvou 1-bitových čísel

Komparátor, který porovnává velikost dvou čísel má vlastně tři výsledky: 𝑋 <

𝑌 , 𝑋 = 𝑌 , 𝑋 > 𝑌 .

právě jeden z těchto výsledků je pravdivý

potřebuejem tedy 3 funkce pro výpočet třech různých výsledků

budeme porovnnávat čísla bez znaménka

X Y 𝑋 < 𝑌 X = Y 𝑋 > 𝑌
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 1
1 1 0 1 0

Vyjdou nám tyto funkce:

𝑋 < 𝑌  je (not X) and Y

𝑋 = 𝑌  je X xnor Y

𝑋 > 𝑌  je X and (not Y)
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Booleaova algebra

Komparátor dvou 1-bitových čísel

Takto může vypadat 1-bitový komparátor

X

Y

X=Y

X<Y

X>Y

? 30 / 34

https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.


Booleaova algebra

Komparátory dvou 2n-bitových čísel

Základním stavebním blokem bude komparátor, který má dva n-bitové vstupy 
a tři výstupy

n-bit     
komparator

Xn-1...X0

Yn-1...Y0

X<Y

X>Y
X=Y
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Booleaova algebra

Komparátory dvou 2n-bitových čísel

Výsledné zapojení dvou komparátorů n-bitových čísel pro vytvoření 
komparátoru 2n-bitových čísel

n-bit    high 
komparator

X2n-1...Xn

Y2n-1...Yn

X<Y

X>Y
X=Y

2n-bit komparatorX2n-1...X0

Y2n-1...Y0

n-bit      low 
komparator

Xn-1...X0

Yn-1...Y0

X<Y

X>Y
X=Y

X<Y

X=Y

X>Y
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Booleaova algebra

Kvíz - bod aktivity

Kolik vrstev (řádek) musí mít Barrel shifter pro 64 bitové číslo, tedy pro rotace 
od 0 do 63? (Pro rotaci od 0 do 7 to byly 3 vrstvy)

A) 4

B) 6

C) 16

D) 64
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Booleaova algebra

Závěr

To je dnes vše.

Na cvičení si to vyzkoušíte prakticky.
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