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Booleaova algebra
Motivace — oshova

= Booleova algebra - zaklad logickych obvodi
= Hradla a logické funkce

= Zakladni obvody:
= Multiplexor
= Barrel Shifter
= Komparator
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https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.

Booleaova algebra

Booleaova algebra

= Booleova algebra je matematicka struktura neboli usporadana sestice
(A, A, V,—,0,1):
= Mnozina A obsahuje 2% rliznych prvkd, nejjednodussi algebra obsahuje
pouze dve hodnoty 0,1
= (- nejmensi prvek
= 1 -nejvetsi prvek
= nekdy se uvadi axiom 0 £ 1, aby jednoprvkova mnozina nebyla Booleova algebra.
= Pro operace A a V plati:
s Komutativita.x Ay=yAz,zVy=yVazx
= Distributivita:z V (yAz) = (e Vy) Az Vz),zA(yVz)=(xAy)V(zAz)
®m Neutralita:z VO =z, z N1 ==z
= Komplementarita:x V—-x =1,z A—-x =0
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https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.

Booleaova algebra

Booleaova algebra - dvouprvkova

Nas nyni bude zajimat pouze dvouprvkova Booleova algebra:
= Mnozina A ={0,1}
= QOperace A nékdy oznacovana *, &&, and, a
" 0x0=0, 0x1=0
1x0=0, 1x1=1
= Operace V nekdy oznacovana +, |, or, nebo
"04+0=0,0+1=1
1+40=1,14+1=1
= Operace — oznacovana takeé inverzni prvek, —, !, not, negace
" 0=1, -1=0
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - implementace

Prvky mnoziny A se také mohou oznacovat:

= 0/1, nebo False/True, nebo nesviti/sviti, nebo 0V/35V
= d4 dobfe implementovat pomoci napéti a tranzistort (nebude u zkousky)

= Napéti jednoho vodice vici zemi definuje logickou hodnotu.

logicka 1
2
0.8 -y
\_J \| Jogicka 0
| | gas
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https://gitlab.fel.cvut.cz/psy/psy.pages.fel.cvut.cz/-/issues/new?issue[title]=TODO&issue[description]=Zde vložte váš dotaz či připomínku.

Booleaova algebra
Booleaova algebra - implementace

Tranzistory MOSFET si lze X=0 X=1
zjidnodusit predstavit jako

X |
vypinaé ovladany logickym [ \f i

signalem
Priklad: Logicka operace not z Voo R chXj
tranzistori MOSFET, jeden vstupni _o”:
vodiée X, jeden vystupni vodi¢ Y, " y IY=1 N v
privod napéeti a uzemeni. '_ ‘—
! \ [
symbol neg

.
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Booleaova algebra
Booleaova algebra - rozsireni

= krome operaci and, or, not se bézné pouzivaji dalsSi operace, které jsou
definovany pomoci zakladnich operaci Booleaovy algebry
= mezi nejbeznejsi rozsireni patri operace nand, nor, xor a xnor

XnandY =not(XandY)

XnorY =not(XorY)

XxorY = (XorY)and(not(XandY))
= (XorY)and(XnandV)

XxnorY =not(XxorY)
= (XnorY)or(XandV)
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Booleaova algebra

Booleaova algebra - implementace

= Jednim z nejbeznejSich logickych hradel je hradlo nand
= Pfiklad implementace nand z tranzistorid MOSFET:

A=0, B=0 A=1, B=0 A=0, B=1 A=1, B=1

Vce Vce Vce Vce Vce
A_ — O 0 O 0 O o O o
a/Eni S SN NN

/ | Z=1 | Z=1 Z=1 Z=0
|| l (o] (o]
B _ - E \7 o
|| (@) (@)
symbol nand

H
B
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Booleaova algebra
Booleaova algebra - hradla

Piehled hradel a jejich symboli

XandyY XorY X xorY
X I
Y —_
X nandY XnorY X xnor Y Z=not X

L 0 30 D

Souhrna tabulka zakladnich logickych hradel:

XY[XandY|XorY|XxorY{XnandY|XnorY|XxnorY
0(0]0 0 0 1 1 1
0(1]0 1 1 1 0 0
1101(0 1 1 1 0 0
11111 1 0 0 0 1
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Booleaova algebra

Booleaova algebra

Kolik existuje raznych logickych funkci dvou proménnych?
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Booleaova algebra
Booleaova algebra

Kolik existuje raznych logickych funkci dvou proménnych?

Pouze 16. Nize je prehled vsech moznych funkci:

X1Y|0land|— = |X|<|Y|xor|or|nor|xnor|—Y |>|—-X|=|nand|1
0(0(0|0 |0 0(0 (0[O |0 (1T |1 T (T (1T |1 |1 1
0(1(0|0 |0 0(1T(1(1 |10 |0 0 (01T |1 |1 1
11010(0 |1 1/0 (0117 |10 |O T (1T({0 [0 |1 1
1(110(1T |0 11011710 (110 |1 0 (10 |1 10 1
Operace:

= =, X = Y implikace z X vyplyva Y

m - =, (X = Y), negace implikace, z X nevyplyva Y
m <, X <Y, XjemensinezY

= > X >Y, Xjevetsirovno Y
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Booleaova algebra
Booleova algebra - kviz

Vodice se mohou i vetvit. Co dela nasledujici obvod:

~

X— —Y

A) takto to nelze zapoijit

B) vysledkem je X and Y

C) vysledkem je X and not Y
D) vysledkem je not X
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Booleaova algebra

Logicke obvody - hradla

Lze libovolnou logickou funkci sestavit jen z hradel nand?
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Booleaova algebra
Logicke obvody - hradla

Lze libovolnou logickou funkci sestavit jen z hradel nand?

Ano staci ukazat, ze umime zakladni operace and, or, a not.
= nize je ukazka z prostredi Polypad (odkaz z cviCeni)

X &3
@&‘ XandY

Y. I 23T 2
A
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Booleaova algebra

Logickeé obvody

= Tim jsme ukazaly, ze pocitac Ize postavit pouze z hradel nand

= Nékteré funkce Ize vytvorit efektivnéji nez pres zakladni logické funkce
and, or, not
= To ale neznamena to, ze cely procesor je vytvoren hradly nand
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Booleaova algebra
Logicke obvody - kviz
Sslbs

Kviz: Co je toto za funkci:
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Booleaova algebra

Logickeé obvody

Lze vSe postavit z nor hradel?
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Booleaova algebra

Logickeé obvody

Lze vSe postavit z nor hradel?

VVVV

) ) ) R
B
A
Ly s
B

Lze vSe postavit jen z and a or hradel?
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Booleaova algebra

Logickeé obvody

Lze vSe postavit z nor hradel?

VVVV

) ) ) R
B
A
Ly s
B

Lze vSe postavit jen z and a or hradel?

NE, nezvladneme negaci.
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Booleaova algebra
Multiplexor

Zakladni stavebni soucastka procesoru je multiplexor:

= multiplexor vybira z nékolika vstupu podle hodnot jinych signali

= nejjednodussi meltiplexor vybira ze dvou vstupu podle logického stavu jiného
vstupu

= multiplexor se oznacuje pravidelnymm lichobéznikem
= nekdy se uvnitr kresli i jakoby prepinaci packa

Y = pokud je hodnota signalu Y logicka
\I\ 0, pak je na vystupu Z signal X,
= pokud je hodnota signalu Y logicka
— 1, pak je na vystupu Z signal X,

-7
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Booleaova algebra

Multiplexor

Multiplexor bychom mohli sestrojit rovnou ze tranzistor(, jak je uvedeno na
obrazku nize:

Y Toto reseni ma ale nevyhodu:
= digitalni signal se po ceste zkresluje
Xo a muze obsahovat Sum

= pokud signal jen preposleme,
:\ zvysime hladinu sumu v signalu

7 = vyuziti hradel znamena, ze signal je
Znovu navzorkovan a sum je

odstranen
w -
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Booleaova algebra

Multiplexor

Zéakladni multiplexor dvou vstup

Yo

Xo

x )
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Booleaova algebra

Multiplexor
MuZeme vytvofit i multiplexor étyr vstupd, zde jiz potfebujeme dva bity Y; a
Y] pro vyber ze ctyr moznosti.

L
It

X }
X )
B Z
X2 )
-
X }
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Booleaova algebra

Multiplexor

Vsimli jste si, ze jsme meéli, and se tremi vstupy a or se ctyrmi vstupy.
= Mizeme si to dovolit?
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Booleaova algebra
Multiplexor

Vsimli jste si, ze jsme meéli, and se tremi vstupy a or se ctyrmi vstupy.
= Mizeme si to dovolit?

Ano, Ize zkonstruovat and hradla s Nebo miZeme zapojit vice hradel
vice vstupy Za sebou
b -
gt - -
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Booleaova algebra
Multiplexor

Jina konstrukce multiplexoru 4 vstupt pouzije pfistup:
= rozdeél a panuj - vytvor stromovou strukturu, kazda uroven resi cast

problému
Yo Y

Xo
o
AN

X3
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Booleaova algebra
Multiplexor osmi

Dany postup Ize jednoduse rozsifit na multiplexor 8 a vice vstupd.

Yo Y1 Y, = Podle tribitoveho Cisla Y se privede odpovidajici
Xo_\b - vstup Xy na vystup Z.
)(1_) . = Neni to nejrychlejsi implementace, ale je
. ) prehledna.
Z—\q L = Je nutné si uvédomit, Ze tranzistorim trva
)(3_) 2 néjakou dobu prepnout vystup.
)(4_\q. = rychlost TTL je pomala 100ns
X = moderni MOSFET tranzistory maji rychlost kolem
5—) 10ps
Ko = jeden tak procesoru se 4GHz je 250ps - coz je
I_— fofr

m /Zpozdeni tohoto multiplexoru by bylo 80ps
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Booleaova algebra

Operace posun - shift

Oprace posun - shift:

= Odpovida to operaci jazyka C >> a <<

= Operace Ize mimo jiné pouzit pro nasobeni a déleni mocninou 2
m operace a <<= 4; jetotézjakoa *= 16;
m operace a >>= 3; jetotézjakoa /= 8;

= Jak implementovat posun o k-bit(i?

= k-krat posunout o 1 bit
= posunouto1,2,4,8, 16, ... bitd, podle toho, zda je uvedena mocnina 2

zastoupena v Cislu reprezentujici k
= jednd se vlastne o zapis k v dvojkové soustave
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Booleaova algebra

Vypocet mochiny

k-krat rotovat o 1 bit rotovato 1, 2, 4, 8 ... bitd
Porovnej algoritmus mocnéni: Porovnej algoritmus rychlého mocnéni:
double Exp(double a, int k) { double FastExp(double a, int k) {
double exp = 1; 1if (k == 0) return 1;
for (int 1=0; i<k, i++) { 1T (K % 2 == 0) {
exp *= a; double i1 = FastExp(a, k / 2);
} return 1 * 1;
return exp; } else {
} return a * FastExp(a, k - 1);
}
}

Kolikrat se bude nasobit, pokud budeme chtit mocnit na 10000007
Kviz - FastExp kolik bude mit nasobeni:

A) desetitisice B) tisice C) sta D) desitky
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Booleaova algebra

Vypocet mochiny

k-krat rotovat o 1 bit rotovato 1,2, 4, 8 ... bit(
Porovnej algoritmus mocnéni: Porovnej algoritmus rychlého mocnéni:
double Exp(double a, int k) { double FastExp(double a, int k) {
double exp = 1; if (k == 0) return 1;
for (int i=0; i<k, 1i++) { if (k% 2 == 0) {
exp *= a; double i1 = FastExp(a, k / 2);
} return 1 * 1;
return exp; } else {
} return a * FastExp(a, k - 1);
}
}
Kolikrat se bude nasobit, pokud budeme chtit mocnit na 10000007
1000000 nasobeni 1000000 = 0b11110100001001000000, to

odpovida 20 + 7, tedy 27 nasobeni
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Booleaova algebra

Barrel shifter

Rotaci o 0-7bitu Ize slozit z rotaci o 1, 2, 4:

& a8 &  a & » & @& g
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
N A A A A \_A—XO

e~y

= Multiplexory v kazdé fadé vybiraji bud nedélej nic nebo posun o dany pocet bitd.
= Bitové vstupy z,, x, =, reprezentujici binarni Cislo o kolik bitu posouvat
= Priklad:
= posunuti o 5 bitd dostaneme slozenim posunuti o 1 bit a posunuti o 4 bity (z, = 1,
r;=0,2,=1)
= posunuti o 3 bity dostaneme sloZenim posunuti o 1 bit a posunuti o 2 bity (z, = 0,
r, =125 =1)
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Booleaova algebra

Komparator

DalSi uzitecna soucastka v procesoru je komparator:
= Komparator porovnava cisla
= jednoduchy komparator porovnava pouze na rovnost

VVVVVV
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Booleaova algebra
Rovnost cisel
Rovnost dvou jednobitovych cCisel
= hledame funkci danou pfedpisem

Y[X=Y
T

| |lo|o|X
— OO

0
0
T

Zrovna nahodou je to funkce xnor.

AV N xey
v =Y

Toto je tedy komparator dvou jednobitovych cCisel.
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Booleaova algebra
Rovnost cisel
Rovnost dvou 4-bitovych cCisel
\D )
y L
\

— >
>

Yo Y1 Y2 Y3

Xo X1 X2 X3

Jednotlive porovname odpovidajici si bity a pro rovnost cisel musi byt
vsechny bity shodné, tedy vyuzijeme and.
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Booleaova algebra

Komparator dvou 1-bitovych cisel

Komparator, ktery porovnava velikost dvou Cisel ma vlastne tfi vysledky: X <
Y, X=Y, X>Y.

= prave jeden z téchto vysledku je pravdivy

= potrebuejem tedy 3 funkce pro vypocet trech ruznych vysledku

= budeme porovnnavat Cisla bez znaménka

XIYI X <Y |X=YX>Y
0/0/0 1 0
071 0 0
110(0 0 T
11110 1 0

Vyjdou nam tyto funkce:
= X <Yije(notX)andY
m X =Y jeXxnorY

= X >YjeXand (notY)
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Booleaova algebra

Komparator dvou 1-bitovych cisel

Takto mize vypadat 1-bitovy komparator

L
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Booleaova algebra

Komparatory dvou 2n-bitovych cisel

Zakladnim stavebnim blokem bude komparator, ktery ma dva n-bitove vstupy
a tri vystupy

Xn-'] XO
X<Y
n-bit X=Y
komparator X>Y
Yn-'] YO
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Booleaova algebra

Komparatory dvou 2n-bitovych cisel

Vysledné zapojeni dvou komparatort n-bitovych cisel pro vytvoreni
komparatoru 2n-bitovych cisel

Xan-1... X0 2n-bit komparator
X<Y
X2n-‘|...Xn Xn-‘]...X(] T_
X<Y X<Y L
n-bit high X=Y n-bit low X=Y \ X=Y
komparator X>Y komparator >y L /
Y2n-’|...Yn Yn-’l...YO X Y
) ) > >
an-1...Yo
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Booleaova algebra
Kviz - bod aktivity

Kolik vrstev (fadek) musi mit Barrel shifter pro 64 bitové Cislo, tedy pro rotace
od 0 do 63? (Pro rotaci od 0 do 7 to byly 3 vrstvy)
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Booleaova algebra

~

To je dnes vse.

Na cviceni si to vyzkousite prakticky.
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